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ΠΑΝΕΛΛΑ∆ΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 

ΕΠΑΓΓΕΛΜΑΤΙΚΩΝ ΛΥΚΕΙΩΝ 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ (ΑΛΓΕΒΡΑ) 

18 ΙΟΥΝΙΟΥ 2020 

 
ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 
ΘΕΜΑ Α  

Α1)  Γενικά µια συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού Α λέγεται συνεχής, αν 

για κάθε 


0

x A  ισχύει    




o

0
x x

lim f x f x  

Α2)  α) Λάθος 

Η συνάρτηση f γράφεται  
 

 


x , x 0
f x

x , x 0
  

•  όταν h < 0, έχουµε 
   

 

  
  

h 0 h 0

f 0 h f 0 h
lim lim 1

h h
 ,   

ενώ  

• όταν h > 0, έχουµε 
   

 

 

 
h 0 h 0

f 0 h f 0 h
lim lim 1

h h
 

που σηµαίνει ότι δεν υπάρχει το 
   



 

h 0

f 0 h f 0
lim

h
 

β) Σωστό  

γ) Λάθος 

Ο τύπος της σχετικής συχνότητας είναι 
i

i

v
f

v
, όπου 

i
v  η 

συχνότητα της τιµής 
i

x  και ν το µέγεθος του δείγµατος. 

 

Α3)  α)              f x g x f x g x f x g x


        

β)    
1

x

2 x


  µε x 0  

γ)    συνx ημx

    
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Α4)  Για τη συνάρτηση   2
f x x   έχουµε  

       
 

   



2 2

0 0 0 0

h 0 h 0

f x h f x x h x
lim lim

h h
 

   


  



2 22

0 0 0

h 0

x 2x h h x
lim

h
 

   


  



2 22

0 0 0

h 0

x 2x h h x
lim

h
 

 
 

 

 

   
0

0 0
h 0 h 0

h 2x h
lim lim 2x h 2x

h
  

για κάθε 
0
x ℝ  

Άρα    2f x x 2x


   , για κάθε x ℝ  και η απόδειξη 

ολοκληρώθηκε. 

 

 

ΘΕΜΑ Β 
Β1) Αφού το 40% των µαθητών δεν διάβασε κανένα βιβλίο 

συµπεραίνουµε ότι 


1
f % 40 . 

Έτσι  

 
1 1
F % f % 40 . 

Γνωρίζουµε ότι  

      
2 1 2 2
F % 70 F % f % 70 40 f % 70 

    
2 2
f % 70 40 f % 30 . 

Επίσης  

      
3 2 3 3
F % 90 F % f % 90 70 f % 90 

 
3
f % 20 

Έτσι λοιπόν  

      
3

3

v 10
f 0,2 0,2 0,2 10 0,2v

v v
 


      



v 50
10 10 100

v v v
0,2 0,2 2

10

10
. 

Θα συµπληρώσουµε τη στήλη των συχνοτήτων 
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      
1

1 1

1 1

v v
f 0,4 v .v50 0,4

v 0
20

5
 

      
2

2 2

2 2

v v
f 0,3 v .v50 0,3

v 0
15

5
 

      
4 4

4 4 4

v v
f 0,1 v 50 0,1

5
v

v 0
5. 

Για τη στήλη των αθροιστικών σχετικών συχνοτήτων έχουµε 

 
1 1

N v 20  

    
2 1 2

N N v 20 15 35. 

    
3 2 3

.N N v 5 10 453  

 
4

N v 50. 

Τελικά ο πίνακας συµπληρωµένος είναι  

i
x  

i
v  

i
f %  

i
N  

i
F%  

0 20 40 20 40 

1 15 30 35 70 

2 10 20 45 90 

3 5 10 50 100 

Σύνολο 50 100   

 

Β2) Το ποσοστό των µαθητών που έχει διαβάσει τρία βιβλία αντιστοιχεί 

στην σχετική συχνότητα  

 
4

%f 0, 101 . 

Β3)  Το πλήθος των µαθητών που διάβασαν τουλάχιστον ένα βιβλίο είναι  

όσοι µαθητές διάβασαν 1 βιβλίο, 2 βιβλία, 3 βιβλία δηλαδή είναι 

      
2 3 4

30k v v v 15 10 5  µαθητές. 

Β4) Οι µαθητές που διάβασαν το πολύ 2 βιβλία είναι όσοι µαθητές 

διάβασαν 2 βιβλία, 1 βιβλίο, 0 βιβλία και το αντίστοιχο ποσοστό 

είναι  

       
1 2 3

p %f f f 0,4 0,3 0,2 0, 909  των µαθητών. 
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ΘΕΜΑ Γ 
Γ1)   Αφού η γραφική παράσταση της f διέρχεται από το σηµείο 

 A 1, 2  οι συντεταγµένες του επαληθεύουν τον τύπο της .   

Έτσι λοιπόν έχουµε  

   f 1 2  (1).  

Όµως  

     λ λ λ         
3 2

f 2 11 1 11 2  

Οπότε από τη σχέση (1) προκύπτει 

λλ λ λ            1 2 2 1 3 3. 

Γ2)   Για λ  3 ο τύπος της συνάρτησης f είναι  

    
3 2

f x x 3x 2 , ℝx  

Οπότε η πρώτη παράγωγος συνάρτηση της f είναι  

                  
3 2 3 2

f x x 3x 2 x 3x 2  

     
     

2 22 2
3x 6x3x 3 x 0 3x 3 2x , ℝx  

Η δεύτερη παράγωγος συνάρτηση της f θα προκύψει 

παραγωγίζοντας την πρώτη παράγωγο της f που βρήκαµε ακριβώς 

παραπάνω.  

Έτσι λοιπόν είναι 

                   
2 22

f x 3x 63x 6x x 3 x 6 x  

      6x 63 2x 6 1 , ℝx  

Γ3)   Αρχικά θα βρούµε τις ρίζες της παραγώγου συνάρτησης της f.  

Έτσι λοιπόν έχουµε  

           
23x 6x 0 3x x 2 0 x 0  ή  x 2 0f x 0  

                          x 0  ή  x 2 . 

 

x                                  0                                          2                            

  

 f x        

f  <  >  <  

 

Με τη βοήθεια του παραπάνω πίνακα συµπεραίνουµε ότι  
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Ԃ Η f είναι γνησίως αύξουσα στο διάστηµα  ∆  
1

,0  και στο 

διάστηµα  ∆  
3

2, .  

Ԃ Η f είναι γνησίως φθίνουσα  στο διάστηµα  ∆ 
2

0,2 . 

Ԃ Η f παρουσιάζει τοπικό µέγιστο  στο 
1
x 0  µε τιµή  

      
3 2

f 0 0 3 0 2 2  

Ԃ Η f παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο  στο 
2

x 2  µε τιµή  

          
3 2

f 2 2 3 2 2 8 12 2 2. 

 
Γ4)  Για το ζητούµενο όριο έχουµε  

 

 

 
   

  
 



 



 



x 1 x x 1

2

1

2

1

33x 6f x 3 3
lim lim lim

f

x

6x

2x

6

1

6 xx

x
 

 
 

 
 







 

0
2 2

0

x 1 x 1

lim li
1

m
x

x

x

2

1 1

 2 x 1

 




 

  
x 1

1 1 0
lim 0

2

1

2

x

2
. 

 

 

ΘΕΜΑ ∆ 

∆1.   Παραγωγίζοντας την συνάρτηση 

    
20

2
f x x 4x 5     έχουµε 

       
20 19

2 2 2
f x x 4x 5 20 x 4x 5 x 4x 5

              
 

       

19
2

20 x 4x 5 2x 4  

       

19
2

20 x 4x 5 2 x 2  

       

19
2

40 x 4x 5 x 2 , για κάθε 

x ℝ  
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∆2. Το ζητούµενο όριο παρατηρούµε ότι είναι η τιµή της παραγώγου 

συνάρτησης της f για  x 2 . ∆ηλαδή 

   


   

h 0

f 2 h f 2
lim

h
  f 2  

                 

19
2

f 2 40 2 4 2 5 2 2  

    
19

2
40 2 4 2 5 0 0        

∆3.  Έστω   0 0
Μ x ,f x   το σηµείο όπου η εφαπτοµένη της γραφικής 

παράστασης της f είναι παράλληλη στον άξονα x΄x οπότε  

εφλ 0  

 ∆ηλαδή 

     
19

2

0 0 0 0
f x 0 40 x 4x 5 x 2 0         

•  
2

0 0
x 4x 5 0    που είναι αδύνατη αφού η διακρίνουσα 

2
Δ 4 4 5 4 0       

•  
0 0
x 2 0 x 2     

µε         
20

2 20 20
f 2 2 4 2 5 4 8 5 1 1            

Οπότε το σηµείο M είναι το 

    Μ 2,f 2 2,1     

Εποµένως 

 εφλ f 2 0    

Η εξίσωση της εφαπτόµενης είναι  

 y f 2 x β y 0 x β y β          

Επειδή το σηµείο M είναι σηµείο της εφαπτόµενης η εξίσωση θα 

είναι  

y=1 
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∆4.  Έστω  Α x,1   το σηµείο της ευθεία y=1 µε x > 0.   

 Η απόσταση των σηµείων Α και Ο δίνεται από 

        
2 2

2 1 2 1
OA x x y y   

                      
2 2 2

1 0 1 0 1 1  

Έστω     2
OA d x x 1     µε x > 0  

Επειδή ο ρυθµός µεταβολής είναι η παράγωγος έχουµε 

     2 2

2

1
d x x 1 x 1

2 x 1

 
     



 

2 2 2

1 1 x
2x x

2 x 1 x 1 x 1

  

  

 

Εποµένως ο ρυθµός µεταβολής της απόστασης των σηµείων Α και 

Ο όταν x=1 είναι  

 
2

1 1 2
d 1

221 1

   



 

 

 

 

 

 

 


